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透過程式模擬，從已知母體中進行多次抽樣，分別使用最大
概似估計（MLE）與無偏估計（Unbiased Estimation）來估

計平均數與變異數，並比較它們與真實值的差異。

單變數高斯



母體設定：常態分布 N(μ=50,σ^2=25)。
抽樣方式：每輪抽取 100 筆樣本，共進行 10 輪。
估計方法：1.平均數估計μ 

                          2.變異數估計(包含MLE、無偏估計）
誤差衡量：估計值與真實值的絕對差。

實驗設計
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測試10輪的結果（每輪取100個樣本）
母數為（μ=50,σ^2=25）
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平均估計數、變異數估計：由10輪的平均而來
其中變異數估計有分為MLE 、無偏
絕對誤差：個估計值與真實值的誤差



結果分析：
1.平均數估計大致落在49–51之間，接近真實值50幾乎無偏，
但存在隨機波動。
2.變異數估計則落在 21–27 之間，上下浮動較大。
3.MLE系統性低估，偏差約為 (n−1)/n ; 無偏估計透過除以
n−1矯正，效果更佳。
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x軸：隨機變數X的可能取值
y軸：機率密度值
藍線：（μ=49.773716,σ^2=24.019514）/ 橘線：
（μ=49.773716,σ^2=24.262135） /綠虛線：(μ=50,σ^2=25)



結果分析：
1.三條曲線高度重疊，表示在樣本數足夠且多輪平均的情況
下，估計結果能很好逼近真實分布。
2.藍線(由10輪MLE 平均參數繪製）在峰值處略高，整體形狀
偏高、窄，符合理論上MLE估計會偏低。
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取單輪最差結果（第四輪）繪製其直方圖及估計分佈圖（橘線）
單輪最差估計分佈（橘線）v.s 10輪平均估計分佈，無偏（綠線）v.s
真實分佈（紅虛線）



結果分析：
1.由直方圖及其曲線可以觀察到單次抽樣的真實樣貌，即其隨機性。
2.單輪直方圖與估計曲線（橙線）明顯與真實值有偏差。
3.但多輪平均估計（綠線）則回到接近真實分布，顯示大數法則：抽
樣次數或重複實驗增加時，估計值會收斂於真實值。



評估在不同相關係數 ρ（0、0.5、−0.5、0.9）下，利用抽樣
估計雙變數高斯分布之均值向量 μ 與共變異數矩陣 Σ 的準確
度，並比較 MLE 與 無偏估計的表現；同時用圖形檢查資料

與母體分布的一致性。

雙變數高斯



參數：μ=[50,30]，σ₁=5，σ₂=3 ⇒ σ₁σ₂=15（理論協方差
=ρ×15）。
ρ∈{0, 0.5, −0.5, 0.9}
抽樣方式(每個 ρ)：每輪抽取 100 筆樣本，共進行 50 輪。
每輪計算 μ̂、Σ̂(MLE, ddof=0)、Σ̂(Unb, ddof=1)；最後取跨
輪平均並與真值比較。

實驗設計
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每一輪隨機抽樣後，估計出來的參數數值（一共50次，但只顯示前5次）。
ρ設定為 0，代表 X₁ 和 X₂ 沒有相關。
μ̂這一輪抽到的樣本中心/Σ̂ 這一輪樣本的分布形狀與方向
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μ̂、Σ̂ (MLE)、Σ̂ (Unbiased)：皆是平均50輪的結果（ρ = 0）
平均 μ̂誤差：[0.11659445 0.04064565]
平均 Σ̂ (MLE)誤差：[[0.62365725 0.09788002] [0.09788002 0.38465422]]
平均 Σ̂ (無偏)誤差：[[0.37743157 0.09886871] [0.09886871 0.29763053]] 



結果分析：
1.相較單次抽樣，平均的數值較接近真實值，符合大數法則
2.μ̂ 幾乎無偏，因為數學上 E[μ̂] = μ。
3.Σ̂(MLE) 與 Σ̂(Unbiased) 都接近真實 Σ，但 無偏估計比
MLE 更貼近真實值。
4.可將ρ = 0當作基準情境，和其他 ρ（0.5, −0.5, 0.9）比較
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結果分析：
1.ρ = 0（獨立情況）

平均 μ̂ 誤差 ≈ [0.12, 0.04] → 幾乎為零，均值估計非常準。
Σ̂(MLE) 誤差：

方差低估：σ₁² 誤差 ≈ 0.62，σ₂² 誤差 ≈ 0.38。
協方差誤差 ≈ 0.10（真實應該是 0）。

Σ̂(Unbiased) 誤差：
方差誤差更小（σ₁² ≈ 0.38, σ₂² ≈ 0.30）。
協方差誤差與 MLE 差不多。
結論：無偏比 MLE 更接近真實值，尤其在方差估計上。



結果分析：
2. ρ = 0.5（中度正相關）

平均 μ̂ 誤差 ≈ [0.03, 0.04] → 依然非常準確。
Σ̂(MLE) 誤差：

方差誤差 ≈ 0.31、0.35。
協方差誤差 ≈ 0.22。

Σ̂(Unbiased) 誤差：
方差誤差顯著縮小（0.06、0.26）。
協方差誤差 ≈ 0.14，比 MLE 小。
結論：在有正相關時，無偏估計的優勢更明顯，方差
與協方差都更接近真實值。



結果分析：
3. ρ = −0.5（中度負相關）

平均 μ̂ 誤差 ≈ [0.04, 0.03] → 幾乎無誤差。
Σ̂(MLE) 誤差：

方差誤差很小（0.03 與 0.004）。
協方差誤差 ≈ 0.31（相對明顯）。

Σ̂(Unbiased) 誤差：
方差誤差稍大（0.22 與 0.09）。
協方差誤差 ≈ 0.39，比 MLE 更差。
結論：在負相關情境下，MLE 的表現反而比無偏更好，
特別是方差估計更準。



結果分析：
4. ρ = 0.9（高度正相關）

平均 μ̂ 誤差 ≈ [0.07, 0.05] → 仍然準確。
Σ̂(MLE) 誤差：

方差誤差極小（≈ 0.02 與 0.13）。
協方差誤差 ≈ 0.15。

Σ̂(Unbiased) 誤差：
方差誤差較大（0.23 與 0.04）。
協方差誤差極小（≈ 0.017）。
結論：在高度相關情況下，MLE 對方差估計較好，但
無偏在協方差估計上更勝一籌。



數
值
結
果

樣本散點 (藍點) 與真實分布的等高線 (紅線)



結果分析：
1.每個 subplot 中，藍點雖有隨機性，但大致落在紅色等高線的
高密度區域內。
2.ρ 控制協方差：ρ 越大，橢圓越細長，偏斜方向越明顯。
3.ρ = 0 時協方差為 0，圖形對稱
4.ρ ≠ 0 時，橢圓傾斜，正相關 → 右上斜，負相關 → 左下斜。
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真實分布 (黑色虛線) v.s平均 MLE (紅色) v.s 平均無偏估計 (藍色) 的等高線



結果分析：
1. ρ = 0（無相關）

三條等高線幾乎完全重疊，差異極小。
說明在變數獨立情況下，MLE 與無偏估計都能非常準確地估計
出真實的協方差矩陣。

2.ρ = 0.5（中度正相關）
黑色虛線（真實）與藍色（無偏）幾乎一致。
紅色（MLE）稍微比真實分布窄一點，表示在有限樣本下 MLE
低估了變異。
符合理論：MLE 對協方差有偏，而無偏修正後更接近真實值。



結果分析：
3. ρ = -0.5（中度負相關）

黑色虛線、藍色與紅色等高線仍大致重合。
可以觀察到藍色（無偏）比紅色（MLE）更貼近黑色。
顯示無偏估計在正、負相關情況下都能提供更準確的協方差估計。

4. ρ = 0.9（高度正相關）
分布非常狹長。
紅色（MLE）相比黑色虛線稍微縮小，顯示 MLE 有低估的現象。
藍色（無偏）輪廓較貼近真實分布，誤差更小。
但由於樣本有限，仍然可見些微偏差。



以三維高斯 N(μ,Σ)為對象，固定 ρ=0.6、抽樣輪數 50，分別以
n∈{10,30,100} 的單輪樣本數進行重複抽樣與估計。比較「平

均向量」與「共變異數矩陣」在 MLE與無偏估計兩種定義下的
誤差，並用二維投影橢球圖直觀對比「真實 vs 估計」。

多變數高斯



單輪樣本數 n∈{10,30,100}；輪數 R=50。
每輪：抽樣 n筆，算μ^,  Σ ,Σ  。MLE unb

跨輪平均：μ,Σ ,Σ  。MLE unb

指標：向量誤差 ∥μ‾−μ∥2
                 矩陣誤差 ∥Σ‾−Σ∥F

實驗設計
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藍線：衡量估計出來的「平均向量」μ^和真實母數 μ的差距。
橘線：衡量用MLE得到的協方差矩陣 Σ^MLE​和真實母數Σ的差距。
綠線：衡量用無偏估計得到的協方差矩陣 Σ^unb​和真實母數 Σ的差距。



結果分析：
1.藍線幾乎貼近 0，且隨n增加略降：
 → 平均數估計無偏且一致。
2. 橘線明顯高於綠線，尤其小樣本時：
 → MLE 在小樣本低估變異，所以誤差大。
 → n從10→100，誤差縮小約 9 倍（6.54→0.72）。
3.綠線全程低於橘線：
 → Bessel 校正把小樣本偏差補回來，小樣本更準。
 → n從10→100 縮小 約 4.7 倍（3.16→0.67）。
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藍線 (True)：真實母數Σ對應的 95% 信賴橢球。
橘線 (MLE)：50 輪抽樣後，平均得到的 MLE 共變異數所對應橢球。
綠線 (Unbiased)：50 輪抽樣後，平均得到的無偏共變異數所對應橢球。
黑色叉叉 (×)：真實平均數 μ。
紅點 (●)：50 輪抽樣後平均的 μ^​。

三張子圖分別為三個二維投影：
左：(x1,x2)(x_1, x_2)(x1​,x2​)
中：(x1,x3)(x_1, x_3)(x1​,x3​)
右：(x2,x3)(x_2, x_3)(x2​,x3​)
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結果分析：
1.n=10（小樣本）

觀察：橘線 (MLE) 明顯比藍線小，代表低估變異數；綠線
(Unbiased) 則明顯更接近藍線。
均值 (紅點 vs 黑叉) 幾乎重疊，證明 μ^是無偏的。

2.n=30（中樣本）
觀察：橘、綠兩條橢球幾乎與藍線重疊，只有細微差異。
均值：紅點仍非常接近黑叉。
解釋：樣本數增加後，MLE 的偏差已減小，無偏估計與 MLE
差距縮小。



結果分析：
3.n=100（大樣本）

觀察：三條橢球 (藍、橘、綠) 幾乎完全重疊，分不出差異。
均值：紅點完全貼合黑叉。
解釋：當樣本數夠大時，MLE 與無偏估計都一致收斂到真實母數。

綜合結論：
1.均值估計：三種情況下紅點都貼近黑叉 → μ^幾乎無偏，且收斂速度快。
2.共變異數估計：

小樣本時，MLE 偏小且誤差大，無偏估計更貼近真實。
樣本數增加後，MLE 與無偏估計趨於一致。

3.幾何解釋：橢球縮放與傾斜方向反映了方差大小與變數間相關性。實驗
驗證了理論：樣本數越大，估計越接近真實分布。


